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Resumo – Este artigo trata do projeto e da validação
experimental de controladores robustos aplicados à
regulação de velocidade de motores síncronos de ímãs
permanentes. O motor é descrito por um modelo
politópico, considerando que os parâmetros elétricos e
mecânicos podem variar dentro de intervalos limitados.
As equações dinâmicas do motor para as correntes id , iq e
para a velocidade ωm são discretizadas incluindo o atraso
de implementação digital e uma ação integral sobre o erro
de rastreamento da referência. Desigualdades matriciais
lineares são utilizadas para obter rapidamente, de forma
offline, ganhos de controle por realimentação de estados
para as duas malhas de controle de corrente e para a
malha de velocidade, em uma estratégia de projeto que
só demanda do projetista a escolha de dois parâmetros,
limitados entre zero e um, que estabelecem uma região
para alocação dos polos de malha fechada. Resultados
experimentais para um motor comercial de 11 kW
ilustram um bom rastreamento de correntes e uma boa
regulação de velocidade. Estudos comparativos mostram
desempenho dinâmico superior ao de controladores PIs da
literatura, sem demandar aumento no número de sensores,
permitindo também a redução do acoplamento cruzado
entre os eixos direto e em quadratura.

Palavras-chave – Controle Robusto, Desigualdades
Matriciais Lineares, Incertezas Paramétricas, Motores
Síncronos de Ímãs Permanentes.

Robust Control by Means of LMIs Applied to
Permanent Magnet Synchronous Motors With

Uncertain Parameters

Abstract – This article deals with the design and
experimental validation of robust controllers applied to
the speed regulation of permanent magnet synchronous
motors. The motor is described by a polytopic model,
considering that the electrical and mechanical parameters
can vary within limited intervals. The dynamic motor
equations for the id and iq currents as well as for the speed
ωm are discretized including the digital implementation
delay and an integral action on the reference tracking
error. Linear matrix inequalities are used offline to
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quickly obtain state feedback control gains, for the two
current control loops and for the speed loop, in a design
strategy that only requires the designer to choose two
parameters, limited between zero and one, that establish a
region for closed-loop pole location. Experimental results
for an 11 kW commercial motor illustrate good current
tracking and speed regulation. Comparative studies show
a dynamic performance superior to that of PI controllers
in literature, without requiring an increased number of
sensors, also allowing the reduction of the cross coupling
effects between the direct and quadrature axes.

Keywords – Linear Matrix Inequalities, Permanent
Magnet Synchronous Motor, Robust Control, Uncertain
Parameter.

NOMENCLATURA

d e q Eixo direto e em quadratura.
id e iq Correntes no eixo de referência síncrona.
vd e vq Tensões no eixo de referência síncrona.
Ld e Lq Indutâncias do estator.
Rs Resistência do estator.
φsrm Fluxo magnético do ímã permanente.
ωe e ωm Velocidade angular elétrica e mecânica.
J Momento de inércia do motor.
B Coeficiente de atrito.
ψ(ωm) Não linearidade de norma limitada.
Te e TL Torque eletromagnético e de carga.
Tmag e Trel Torque magnético e de relutância.
τm Diferença entre Te e TL.
P Número de pares de polos do motor.
φ Atraso de transporte.
u Ação de controle.
r Referência.
α j Parâmetro do modelo politópico.
δ Centro do círculo de alocação de polos.
ρ Raio do círculo de alocação de polos.
σ Estado referente a ação integral.
S Matriz simétrica definida positiva.
G Matriz de variável de folga.
R Matriz dada por KKKG
KKK Vetor de ganhos robustos.
Ts Período de amostragem.
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I. INTRODUÇÃO

Motores síncronos de ímãs permanentes (do inglês,
Permanent Magnet Synchronous Motors – PMSMs) são
amplamente utilizados em aplicações industriais, veículos
elétricos e sistemas de conversão de energia eólica, por
fornecerem alta eficiência e densidade de potência, baixa
manutenção e reduzido ruído acústico [1], [2]. O acionamento
do PMSM é usualmente desenvolvido por meio da estratégia
de controle orientado pelo campo (do inglês, Field Oriented
Control – FOC), em que são consideradas duas malhas
internas, para a regulação das correntes, e uma malha
externa para o controle da velocidade rotórica [3]. No
entanto, o controle do PMSM é desafiador devido à
presença de não linearidades, distúrbios e incertezas, tais
como, distúrbio de carga, variação paramétrica, atrito,
dinâmicas não modeladas, além de um forte acoplamento
entre as variáveis [4], [5]. Devido a estas características,
controladores convencionais, tais como o proporcional-
integral (PI), apresentam dificuldades para garantir bom
compromisso entre desempenho dinâmico e robustez, o que
leva ao interesse por técnicas de controle robusto aplicadas a
esta classe de motores [6]–[10].

Para minimizar as ondulações de torque e melhorar o
rastreamento, em [8], um controle por aprendizagem iterativa
é associado a uma técnica por modos deslizantes na malha
de velocidade rotórica do PMSM. Um algoritmo adaptativo
é utilizado para estimar as perturbações do sistema. No
entanto, a regulação das correntes dq é realizada por meio
de controladores PI convencionais.Em [9], um controlador
robusto baseado em observador de distúrbio é aplicado na
malha de velocidade. O modelo do motor é linearizado
em torno de um ponto de operação, e um controle por
realimentação de estados com um termo integral é projetado
para este ponto específico. Um procedimento automático
para o projeto de controladores, considerando incertezas
paramétricas, é apresentado em [10], em que os ganhos são
obtidos de forma heurística por meio de um algoritmo de
otimização por enxame de partículas.

Uma ferramenta altamente eficiente no projeto de
controladores robustos para sistemas afetados por parâmetros
incertos são as desigualdades matriciais lineares (do inglês,
Linear Matrix Inequalities – LMIs) [11]. Problemas de
projeto de controladores formulados em termos de LMIs
são resolvidos por meio de otimização convexa, mais
precisamente, por algoritmos de complexidade polinomial e
convergência global [12], [13], o que representa uma grande
vantagem em termos computacionais. Esta ferramenta foi
aplicada com sucesso em eletrônica de potência [14]–[16],
fornecendo garantias de desempenho robusto e rejeição de
distúrbios em conversores CC-CC com incertezas no filtro e
na carga, e em inversores conectados à rede, com incertezas
na impedância de rede. Em relação a aplicações práticas em
sistemas sujeitos a não linearidades, em [17], o controle de
conversores conectados à rede sujeitos à saturação magnética
dos indutores do filtro é desenvolvido por meio de LMIs
especializadas em sistemas variantes no tempo. Em [18],
LMIs foram utilizadas com sucesso no controle de motores
síncronos de relutância, tratando de parâmetros incertos

e variantes no tempo, para contemplar as variações nas
indutâncias do filtro em função das correntes.

Trabalhos recentes têm utilizado LMIs no projeto de
controladores para a regulação de velocidade de PMSMs [19]–
[21]. Em [19], é fornecido um procedimento sistemático para
projetar offline controladores PIs com ganhos fixos obtidos
por meio de LMIs. Embora o projeto considere as variações
paramétricas do motor, o controlador é projetado no domínio
de tempo contínuo, sem considerar o atraso de transporte na
implementação do controle digital. Em [20], é realizado um
reprojeto digital por meio de LMIs de controladores PIs de
tempo contínuo, considerando um atraso de transporte, sem
incluir incertezas paramétricas no reprojeto. Um controlador
de velocidade H∞ robusto por modos deslizantes é proposto
em [21], em que uma superfície de deslizamento baseada
em LMIs é utilizada, mas com validação dos resultados
apenas em simulações em tempo real, não incluindo resultados
experimentais em sistema físico.

Com base no exposto, o presente trabalho tem como
contribuição um procedimento sistemático de projeto
de controladores robustos de velocidade para PMSMs
considerando: i) um modelo politópico para incluir incertezas
nos parâmetros mecânicos e elétricos do motor; ii) um atraso
de um período entre o cômputo das ações de controle digital e
sua aplicação; iii) uma ação integral no controle, permitindo
erro nulo de rastreamento e rejeição de distúrbios de baixa
frequência [22]. LMIs especializadas em alocação robusta
de polos são utilizadas para prover ganhos de controle que
garantem estabilidade e desempenho para todo o domínio de
parâmetros incertos [11], [22]–[24]. Os ganhos de controle
são rapidamente computados offline, resultando em uma
realimentação de estados com ganhos fixos, facilmente
implementável em uma estratégia FOC que maximiza o
torque por unidade de corrente. Resultados experimentais
são obtidos para um PMSM de 11 kW, apresentando boa
correspondência com os modelos para todo o domínio de
parâmetros incertos, e com um rastreamento de velocidade
superior a controladores da literatura, com menor efeito de
acoplamento cruzado entre os eixos direto e em quadratura no
estudo de caso investigado.

II. MODELAGEM DO SISTEMA

O comportamento dinâmico de um PMSM pode ser
descrito por meio de equações diferenciais das correntes
estatóricas, no referencial síncrono dq, e por meio da equação
diferencial da velocidade mecânica, dadas por [1]

did
dt

=−Rs

Ld
id +

1
Ld

vd +
Lq

Ld
ωeiq, (1)

diq
dt

=−Rs

Lq
iq +

1
Lq

vq −
Ld

Lq
ωeid −

φsrm

Lq
ωe, (2)

dωm

dt
=−B

J
ωm +

1
J

τm +ψ(ωm). (3)

A relação entre a velocidade elétrica (ωe) e a velocidade
mecânica (ωm) é dada na forma

ωe = Pωm. (4)
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Assumindo que a máquina em estudo apresenta ímãs
internos, as indutâncias possuem valores distintos para
os eixos d e q, (Ld > Lq), de forma que o torque
eletromagnético é dado por

Te =
3P
2

φsrmiq
︸ ︷︷ ︸

Tmag

+
3P
2

(Ld −Lq) idiq
︸ ︷︷ ︸

Trel

. (5)

Uma estrutura usual para o sistema de acionamento do
PMSM é apresentada na Figura 1. O hardware é composto
por um inversor fonte de tensão, um processador digital de
sinais (do inglês, Digital Signal Processor – DSP) e sensores
para medição de corrente e posição do motor. Os sinais de
comando dos interruptores podem ser obtidos por meio de uma
estratégia de modulação por largura de pulso (do inglês, Pulse
Width Modulation – PWM).

Para o acionamento do PMSM, considera-se aqui a
aplicação da técnica de controle orientado pelo campo. Nesta
técnica, o motor de corrente alternada é controlado como
um motor de corrente contínua. A estratégia FOC apresenta
estrutura multimalha, com malhas internas para o controle
das correntes id e iq, e uma malha externa para controle da
velocidade ωm.

Para a regulação das correntes e da velocidade, é preciso
projetar controladores adequados, bem como escolher uma
estratégia de geração de referências. A geração de referência
adotando ângulo de torque constante é muito aplicada ao
PMSM. Neste caso, a referência i∗d é mantida em zero,
para que o torque eletromagnético produzido pelo motor seja
proporcional à corrente iq.

Entretanto, o PMSM com ímãs internos apresenta uma
parcela de torque de relutância, desprezada quando i∗d = 0.
Assim, a estratégia de máximo torque por ampere (MTPA),
que busca produzir o máximo torque para uma dada
combinação de correntes id e iq, torna-se uma melhor escolha
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Fig. 1. Diagrama de blocos do sistema de controle do PMSM.

para motores com ímãs internos operando até a velocidade
nominal. Além disso, a técnica permite melhorar a eficiência e
o fator de potência do sistema. Para tanto, em [4] é proposto o
cômputo de i∗d a partir da equação do torque eletromagnético,
na forma,

i∗d =
φsrm

2(Lq −Ld)
−
√

φ 2
srm

4(Lq −Ld)
2 + i2q. (6)

Em relação ao projeto dos controladores das malhas de
corrente e de velocidade, é preciso considerar a presença
de incertezas que afetam o motor, o que dificulta a síntese
de controladores, em especial a determinação sistemática
de controladores de ganhos fixos que garantam um bom
compromisso entre robustez e desempenho dinâmico. Desta
forma, modelos apropriados e procedimentos de projeto de
controle que levam em consideração incertezas paramétricas
são importantes.

Quanto aos modelos, assumindo que os parâmetros Ld , Lq,
Rs, B e J não são precisamente conhecidos, mas pertencem a
intervalos reais, cujos limites são fornecidos pelo projetista,
uma modelagem politópica da máquina pode ser utilizada,
conforme detalhado na próxima seção. Em relação à condição
de projeto de controladores robustos, condições LMIs se
tornam interessantes por sua reconhecida alta eficiência
computacional, permitindo chegar a um conjunto de ganhos
de controle fixos, capazes de garantir um desempenho pré-
definido para todo um domínio de incertezas paramétricas.

III. PROCEDIMENTO DE PROJETO PROPOSTO
BASEADO EM LMIS

Visando à implementação de um controle digital por
alocação robusta de polos, os modelos dinâmicos (1), (2)
e (3) podem ser discretizados assumindo um período de
amostragem Ts suficientemente pequeno. Neste sentido, a
partir desta seção, considere a escolha de Ts igual ao período
de chaveamento do inversor, para as três malhas de controle.

Para a corrente id , por exemplo, tem-se o modelo politópico

id(k+1) = AAAd(ααα)id(k)+BBBd(ααα)ud(k) (7)

com

(AAAd ,BBBd)(ααα) =
4
∑

i=1
αi(Adi,Bdi);

4
∑

i=1
αi = 1; αi ≥ 0,

i = 1, ...,4.
(8)

Este modelo possui quatro vértices, considerando que os
parâmetros Ld e Rs variam de forma independente. Os vértices
são calculados como
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Ad4 = e
(
− Rsmax
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)
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0 e

(
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τ dτ.

(9)

De forma análoga, modelos politópicos são obtidos para as
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malhas iq e ωm. Para tanto, consideram-se quatro vértices para
a malha iq, calculados com base nos parâmetros Rsmin, Rsmax,
Lqmin e Lqmax, e quatro vértices para a malha de velocidade,
calculados com base nos parâmetros Bmin, Bmax, Jmin e Jmax.

Para levar em conta o efeito do atraso de um período na
implementação digital do sinal de controle, um estado φ pode
ser incluído no modelo. Ainda, para garantir erro nulo em
regime permanente para referências constantes, um estado
σ pode ser incluído no sistema, representando a integral do
erro de rastreamento [22], [25]. Desta forma, podem-se obter
modelos politópicos aumentados em espaço de estados para as
malhas de controle id , iq e ωm, conforme segue:



id(k+1)
φd(k+1)
σd(k+1)


=


AAAd(ααα) BBBd(ααα) 0

0 0 0
−1 0 1






id(k)
φd(k)
σd(k)


+




0
1
0


ud(k)+




0
0
1


rd(k)

(10)
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φq(k+1)
σq(k+1)
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(11)


ωm(k+1)
φωm(k+1)
σωm(k+1)


=


AAAω(ααα) BBBω(ααα) 0

0 0 0
−1 0 1






ωm(k)
φωm(k)
σωm(k)


+



0
1
0
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0
0
1


rω(k)

(12)
Para cada uma das malhas, uma lei de controle por

realimentação de estados é utilizada

ud(k) = KKKdxxxd(k) =
[
Kid Kφd Kσd

]
[id(k) φd(k) σd(k)]

′

uq(k) = KKKqxxxq(k) =
[
Kiq Kφq Kσq

]
[iq(k) φd(k) σq(k)]

′

uω(k) = KKKω xxxω(k) =
[
Kω Kφω Kσω

]
[ωm(k) φωm(k) σωm(k)]

′

(13)
Note que estas leis de controle são de simples

implementação, não exigindo atualização dos ganhos nem
filtragem complexa dos sinais. Além disso, exigem o mesmo
número de sensores, e têm complexidade computacional
similar a controladores PIs aplicados em cada uma das
malhas, mas com garantias teóricas de robustez contra
incertezas paramétricas, conforme detalhado a seguir.

Os ganhos KKKd , KKKq e KKKω podem ser obtidos por meio de
uma alocação robusta de polos, projetada em termos de LMIs,
por meio da técnica conhecida como D–estabilidade [26].
Para isso, considere δ e ρ como os parâmetros do projeto de
controle, definindo uma região circular dentro do círculo de
raio unitário, em que δ é o centro e ρ é o raio do círculo para a
alocação dos polos de malha fechada, como mostra a Figura 2.

Em relação ao cálculo dos ganhos de controle por meio
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Fig. 2. Região de alocação de polos.

de LMIs, para garantir que todos os polos de malha
fechada permaneçam dentro do círculo unitário, aplicam-se as
seguintes restrições: |δ | ≤ 1, 0 ≤ ρ ≤ 1 e |δ |+ρ ≤ 1. Desta
forma, se existirem matrizes simétricas definidas positivas
S j∈ R3×3, j = 1, ...,4, e matrizes G∈ R3×3 e R∈ R1×3, de
modo que [23]

 G+G′ −S j G′ GGG

′
j−δ I
ρ +R′ HHH

′

ρ
GGG
′
j−δ I
ρ G+ HHH

′

ρ R Sl


> 0,

j = 1, ...,4;
l = 1, ...,4

(14)
então o ganho de realimentação de estados é dado por

KKK =RG−1 (15)

e garante estabilidade robusta sob parâmetros incertos,
respostas transitórias limitadas e erro nulo em regime
permanente. A prova da estabilidade do sistema em malha
fechada pode ser obtida a partir de [15], [23] e [24].

Note que um projeto (14) deve ser feito para cada malha,
substituindo apropriadamente GGG j e HHH pela matriz dinâmica
e pela matriz de entrada de controle do sistema aumentado
correspondente, conforme mostrado em (10), (11) e (12).

A condição LMI de projeto permite, com base apenas
em quatro vértices para cada uma das malhas, concluir
que os polos de malha fechada estarão incluídos nas
regiões estabelecidas para alocação, conforme exemplificado
no círculo mostrado na Figura 2, sem necessidade de
efetuar discretizações nos intervalos paramétricos e testar
exaustivamente o desempenho do sistema. Desta forma,
o projeto torna-se menos custoso, em termos de tempo
computacional, para obter e para validar os ganhos de controle.

Como comentário final, note que a estabilidade e a alocação
de polos do sistema em malha fechada são certificadas pela
existência da função de Lyapunov dependente de parâmetros

v(xxx) = xxx′S(ααα)xxx, S(ααα) =
4

∑
i=1

αiSi

que é construída a partir das matrizes S j, proveniente das
soluções da LMI (14).

A. Critérios para Escolha de δ e ρ
É importante ressaltar que diferentes círculos para a

alocação dos polos podem ser escolhidos para cada uma das
malhas de controle, com base na respectiva resposta dinâmica
desejada.

Uma escolha possível para as malhas de corrente é utilizar
0,5 ≤ δ < 1, o que permite deslocar os polos de malha
fechada para a direita, evitando comportamento oscilatório.
O parâmetro ρ pode ser escolhido com base no tempo de
acomodação desejado das respostas transitórias. Deste modo,
o limite para o tempo de acomodação, para um critério de 2%
de erro, pode ser calculado pela expressão [27]

tacom =
4Ts

|ln(δ +ρ)|
. (16)

Para a malha de velocidade, é adequado escolher um valor
de δ maior que o valor escolhido para as malhas de corrente, e
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um valor ρ = 1−δ , o que permite obter respostas transitórias
mais lentas à medida que δ aumenta, desacoplando a dinâmica
entre as malhas elétricas e mecânicas.

É importante observar que, no caso de todas as malhas
serem discretizadas considerando o mesmo período de
amostragem, é possível estabelecer uma relação direta da
ordem de grandeza dos parâmetros δ e ρ com as respostas
dinâmicas das diferentes malhas, como mencionado aqui.
Caso as malhas de controle sejam discretizadas com Ts
distintos, o procedimento proposto segue válido. Entretanto,
a relação entre os parâmetros de projeto e o tempo de
acomodação passa a ser diferente, conforme evidencia a
equação (16).

IV. ESTUDO DE CASO

Para um estudo de caso, considere o PMSM com
os parâmetros sujeitos a incertezas, conforme descrito na
Tabela I. Considere ainda, que o inversor opera com um
período de chaveamento Tsw = 100 µs, sendo os projetos
dos controladores das três malhas feitos para um período de
amostragem Ts = Tsw = 100 µs.

TABELA I
Parâmetros do PMSM

Parâmetro Valor

Potência nominal 11 kW
Corrente nominal 19,2 A
Pares de polos (P) 3
Resistência do estator (Rs) 0,5 Ω ± 50%
Indutância eixo d (Ld ) 20,1 mH ± 10%
Indutância eixo q (Lq) 40,9 mH ± 10%
Coeficiente de inércia do rotor (J) 0,03877 kgm2 ± 10%
Coeficiente de atrito (B) 0,0194 Nms ± 50%
Fluxo dos ímãs 0,5126 V/rad/s

Para as malhas de corrente dos eixos d e q, os modelos
(10) e (11) são calculados, com os vértices apropriadamente
obtidos, conforme exemplificado em (9). Em seguida, os
ganhos de controle de realimentação de estados para cada uma
das malhas podem ser obtidos, por meio de (14) e (15). Para
auxiliar o projetista na escolha dos parâmetros de projeto, a
Figura 3.a mostra a relação do parâmetro (δ +ρ) com o tempo
de acomodação, conforme (16), para Ts = 100 µs.

Para uma resposta transitória satisfatória, de acordo com a
Figura 3.a, os parâmetros de controle são escolhidos como δ =
0,5 e ρ = 0,45, tanto para a malha de controle de id quanto iq,
o que representa um tempo de acomodação limitado a 8 ms,
levando aos ganhos de controle1

KKKd = [−13,5127045 −0,3772467 0,6076905] (17)

KKKq = [−36,6076024 −0,3365596 1,5204988]. (18)

Para o projeto da malha de velocidade, os parâmetros de
controle são escolhidos como δ = 0,998 e ρ = 0,002, o que
permite obter respostas mais lentas e, portanto, desacoplar a
dinâmica entre as malhas elétricas e mecânica. Os ganhos de

1 Todos os ganhos foram calculados utilizando o solver LMI control
Toolbox do MATLAB, e exigiram cerca de 0,3 segundos, em um notebook
com processador Core i7 e 8GB de RAM.
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Fig. 3. (a) Relação entre tempo de acomodação e o parâmetro
(δ +ρ), para Ts = 100 µs. Autovalores de malha fechada: (b) malha
id e (c) malha ωm. (d) Diagrama de magnitude do Bode da entrada
distúrbio ψ para a saída ωm.

controle são dados por

KKKω = [−0,0036992 0,9946387 0,0000023]. (19)

A fim de confirmar a alocação dos polos nas regiões
prescritas para cada malha, e que o sistema de malha fechada
apresenta respostas dinâmicas adequadas, as Figuras 3.b e
3.c mostram as posições dos autovalores de malha fechada
para os quatro vértices das malhas de controle id e ωm,
respectivamente, indicando estabilidade robusta para todo
conjunto de incertezas. A análise para a malha iq também
confirma a estabilidade do sistema em malha fechada.

Considerando distúrbios na malha de velocidade, a
Figura 3 .d mostra o diagrama de magnitude de Bode da
entrada distúrbio ψ , em (3), para a saída ωm, demonstrando
a boa rejeição de distúrbios em toda a faixa de frequências.

Na próxima seção, resultados experimentais são
apresentados, a fim de validar o projeto em condições
práticas.

V. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Para obtenção dos resultados experimentais, é utilizado um
PMSM comercial (WMagnet da WEG), com os parâmetros
descritos na Tabela I. Um processador digital de sinais (DSP)

malhas iq e ωm. Para tanto, consideram-se quatro vértices para
a malha iq, calculados com base nos parâmetros Rsmin, Rsmax,
Lqmin e Lqmax, e quatro vértices para a malha de velocidade,
calculados com base nos parâmetros Bmin, Bmax, Jmin e Jmax.

Para levar em conta o efeito do atraso de um período na
implementação digital do sinal de controle, um estado φ pode
ser incluído no modelo. Ainda, para garantir erro nulo em
regime permanente para referências constantes, um estado
σ pode ser incluído no sistema, representando a integral do
erro de rastreamento [22], [25]. Desta forma, podem-se obter
modelos politópicos aumentados em espaço de estados para as
malhas de controle id , iq e ωm, conforme segue:
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φd(k+1)
σd(k+1)


=


AAAd(ααα) BBBd(ααα) 0
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(12)
Para cada uma das malhas, uma lei de controle por

realimentação de estados é utilizada

ud(k) = KKKdxxxd(k) =
[
Kid Kφd Kσd

]
[id(k) φd(k) σd(k)]

′

uq(k) = KKKqxxxq(k) =
[
Kiq Kφq Kσq

]
[iq(k) φd(k) σq(k)]

′

uω(k) = KKKω xxxω(k) =
[
Kω Kφω Kσω

]
[ωm(k) φωm(k) σωm(k)]

′

(13)
Note que estas leis de controle são de simples

implementação, não exigindo atualização dos ganhos nem
filtragem complexa dos sinais. Além disso, exigem o mesmo
número de sensores, e têm complexidade computacional
similar a controladores PIs aplicados em cada uma das
malhas, mas com garantias teóricas de robustez contra
incertezas paramétricas, conforme detalhado a seguir.

Os ganhos KKKd , KKKq e KKKω podem ser obtidos por meio de
uma alocação robusta de polos, projetada em termos de LMIs,
por meio da técnica conhecida como D–estabilidade [26].
Para isso, considere δ e ρ como os parâmetros do projeto de
controle, definindo uma região circular dentro do círculo de
raio unitário, em que δ é o centro e ρ é o raio do círculo para a
alocação dos polos de malha fechada, como mostra a Figura 2.

Em relação ao cálculo dos ganhos de controle por meio
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Fig. 2. Região de alocação de polos.

de LMIs, para garantir que todos os polos de malha
fechada permaneçam dentro do círculo unitário, aplicam-se as
seguintes restrições: |δ | ≤ 1, 0 ≤ ρ ≤ 1 e |δ |+ρ ≤ 1. Desta
forma, se existirem matrizes simétricas definidas positivas
S j∈ R3×3, j = 1, ...,4, e matrizes G∈ R3×3 e R∈ R1×3, de
modo que [23]

 G+G′ −S j G′ GGG

′
j−δ I
ρ +R′ HHH

′

ρ
GGG
′
j−δ I
ρ G+ HHH

′

ρ R Sl


> 0,

j = 1, ...,4;
l = 1, ...,4

(14)
então o ganho de realimentação de estados é dado por

KKK =RG−1 (15)

e garante estabilidade robusta sob parâmetros incertos,
respostas transitórias limitadas e erro nulo em regime
permanente. A prova da estabilidade do sistema em malha
fechada pode ser obtida a partir de [15], [23] e [24].

Note que um projeto (14) deve ser feito para cada malha,
substituindo apropriadamente GGG j e HHH pela matriz dinâmica
e pela matriz de entrada de controle do sistema aumentado
correspondente, conforme mostrado em (10), (11) e (12).

A condição LMI de projeto permite, com base apenas
em quatro vértices para cada uma das malhas, concluir
que os polos de malha fechada estarão incluídos nas
regiões estabelecidas para alocação, conforme exemplificado
no círculo mostrado na Figura 2, sem necessidade de
efetuar discretizações nos intervalos paramétricos e testar
exaustivamente o desempenho do sistema. Desta forma,
o projeto torna-se menos custoso, em termos de tempo
computacional, para obter e para validar os ganhos de controle.

Como comentário final, note que a estabilidade e a alocação
de polos do sistema em malha fechada são certificadas pela
existência da função de Lyapunov dependente de parâmetros

v(xxx) = xxx′S(ααα)xxx, S(ααα) =
4

∑
i=1

αiSi

que é construída a partir das matrizes S j, proveniente das
soluções da LMI (14).

A. Critérios para Escolha de δ e ρ
É importante ressaltar que diferentes círculos para a

alocação dos polos podem ser escolhidos para cada uma das
malhas de controle, com base na respectiva resposta dinâmica
desejada.

Uma escolha possível para as malhas de corrente é utilizar
0,5 ≤ δ < 1, o que permite deslocar os polos de malha
fechada para a direita, evitando comportamento oscilatório.
O parâmetro ρ pode ser escolhido com base no tempo de
acomodação desejado das respostas transitórias. Deste modo,
o limite para o tempo de acomodação, para um critério de 2%
de erro, pode ser calculado pela expressão [27]

tacom =
4Ts

|ln(δ +ρ)|
. (16)

Para a malha de velocidade, é adequado escolher um valor
de δ maior que o valor escolhido para as malhas de corrente, e
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modelo TMS320F28335, da Texas Instruments, é usado para
implementar os controladores. O inversor fonte de tensão
trifásico é baseado em interruptores IGBT. Uma abordagem
geométrica é adotada para gerar o sinal PWM e acionar os
interruptores, de acordo com [28]. Uma fonte de alimentação
CC de 10 kW (500 V - 20 A) é usada no barramento CC.
Sensores de efeito Hall são usados para medições de tensão
e corrente. Um encoder absoluto de 10 bits TRDNA256NWD
fornece a posição real do rotor. As frequências de amostragem
e chaveamento utilizadas são de 10 kHz. A Figura 4 mostra
a plataforma experimental, em que uma máquina de indução
(IM) é acoplada ao eixo do PMSM. A carga elétrica mostrada
na Figura 4 é conectada ao IM para produzir uma perturbação
de carga mecânica.

Para uma análise comparativa, são utilizados controladores
PIs da literatura, também projetados por meio de LMIs, e
aplicados em PMSMs, dados em [19] e [20]. Os PIs de [19]
são projetados em tempo contínuo, considerando incertezas
paramétricas no modelo. Já em [20], é realizado o reprojeto
digital de PIs de tempo contínuo, considerando o atraso de
transporte. Além disso, é realizado um comparativo com um
controlador PI projetado de forma convencional no domínio
da frequência. Este projeto é realizado para garantir uma
resposta de segunda ordem com frequência de corte definida
como duas vezes a frequência natural da planta nominal e com
fator de amortecimento igual a 0,95. A Tabela II apresenta os
ganhos dos controladores PIs, em tempo contínuo, utilizados
para comparativo.

TABELA II
Controladores PIs para Comparativo

Kpω Kiω Kpd Kid Kpq Kiq
PIs de [19] 0,9247 3,657 7,657 202,6 15,5 300,4
PIs de [20] 0,339 3,656 6,8 1128 13,84 2220

Convencional 0,429 1,43 7,5 1243,78 15,77 2530,87

Nas subseções a seguir, são apresentados resultados para
rastreamento de referência e rejeição de distúrbios, a fim de
comparar o desempenho dos controladores.

A. Resultados para Variação de Referência
Esta subseção mostra os resultados para um ensaio de

rastreamento da referência. Para avaliar o desempenho
do sistema em malha fechada, aplica-se inicialmente uma
referência de velocidade em rampa até atingir 110 rad/s, e na
sequência, variações do tipo degrau são aplicadas. No instante
t = 12,6 s, a referência é alterada de 110 para 105 rad/s e no
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Fig. 5. (a) Resultados experimentais do sistema em malha fechada
para as malhas de velocidade para um ensaio de rastreamento
de referência. Detalhamento das respostas transitórias para: (b)
controlador proposto, (c) controlador PI de [20], (d) controlador PI
de [19] e (e) controlador PI convencional.
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Fig. 6. Resultados experimentais do sistema em malha fechada:
respostas da malha de corrente do eixo d para o ensaio de
rastreamento de referência.

instante t = 15,3 s, retorna para 110 rad/s, conforme pode ser
visto na Figura 5.a.

A Figura 5.b mostra em detalhe a resposta para a malha
de velocidade com o controlador proposto, em que é possível
verificar um bom desempenho do sistema em malha fechada,
sem apresentar overshoot, e com tempo de acomodação de
aproximadamente 360 ms. Este resultado está de acordo com
a escolha para a região de alocação dos polos e a análise da
Figura 3.a. Com base nas Figuras 5.c, 5.e e 5.d, verifica-
se que os controladores PIs também produzem resultados
satisfatórios para a malha de velocidade. Entretanto,
apresentam maiores overshoots e tempos de acomodação
quando comparados ao controlador proposto aqui.

Para este mesmo ensaio, o comportamento das correntes
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Fig. 7. Resultados experimentais do sistema em malha fechada:
respostas da malha de corrente do eixo q para o ensaio de
rastreamento de referência.
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Fig. 8. Resultados experimentais do sistema em malha fechada: leis
de controle (vd e vq) para o ensaio de rastreamento de referência.

do eixo direto (id) são apresentados na Figura 6. Verifica-
se que todos os controladores foram capazes de rastrear a
referência do eixo d, imposta pelo algoritmo MTPA. Por outro
lado, o controlador proposto apresenta melhores respostas
transitórias, além de mitigar o efeito do acoplamento cruzado,
visível nos instantes de t = 12,6 s e t = 15,3 s, quando
sujeito a variações de corrente no eixo q.

A Figura 7 mostra as respostas de corrente do eixo q,
sob variações de referência geradas a partir da regulação
da velocidade rotórica. Nota-se que o controlador proposto
apresenta um melhor desempenho transitório, com menor
tempo de estabilização e menor overshoot, quando comparado
às demais estratégias. A Figura 8 apresenta os sinais de
controle vd e vq para o todos os os controladores neste ensaio.

IMPMSM

R C
C

C

R

R

Sa

Fig. 9. Diagrama de blocos para ensaio com carga mecânica.
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Fig. 10. (a) Resultados experimentais do sistema em malha
fechada para a malha de velocidade para um ensaio de variação de
carga mecânica. Detalhamento das respostas transitórias para: (b)
controlador proposto, (c) controlador PI de [20], (d) controlador PI
de [19] e (e) controlador PI convencional.
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Fig. 11. Resultados experimentais do sistema em malha fechada:
respostas da malha de corrente do eixo d para o ensaio de variação de
carga mecânica.

B. Resultados para Variações de Carga Mecânica
Esta subseção mostra resultados experimentais para um

ensaio de rejeição de distúrbio, com a inserção de uma
carga mecânica imposta por meio de um gerador de indução,
conforme mostrado na Figura 4 e ilustrado em detalhe na
Figura 9. O PMSM parte com uma referência em rampa e,
após atingir 110 rad/s a velocidade é mantida constante. No
instante t = 12,6 s, o interruptor Sa (Figura 9) é fechado, e uma
carga de aproximadamente 15 Nm é conectada ao circuito,
o que impõe um distúrbio de torque mecânico no eixo do
PMSM. No instante t = 15,3 s, a chave é aberta e a carga é
desconectada do circuito.

Os resultados para o controle da velocidade rotórica sujeita
à variação de carga são apresentadas na Figura 10. A partir da
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Fig. 4. Bancada experimental.

modelo TMS320F28335, da Texas Instruments, é usado para
implementar os controladores. O inversor fonte de tensão
trifásico é baseado em interruptores IGBT. Uma abordagem
geométrica é adotada para gerar o sinal PWM e acionar os
interruptores, de acordo com [28]. Uma fonte de alimentação
CC de 10 kW (500 V - 20 A) é usada no barramento CC.
Sensores de efeito Hall são usados para medições de tensão
e corrente. Um encoder absoluto de 10 bits TRDNA256NWD
fornece a posição real do rotor. As frequências de amostragem
e chaveamento utilizadas são de 10 kHz. A Figura 4 mostra
a plataforma experimental, em que uma máquina de indução
(IM) é acoplada ao eixo do PMSM. A carga elétrica mostrada
na Figura 4 é conectada ao IM para produzir uma perturbação
de carga mecânica.

Para uma análise comparativa, são utilizados controladores
PIs da literatura, também projetados por meio de LMIs, e
aplicados em PMSMs, dados em [19] e [20]. Os PIs de [19]
são projetados em tempo contínuo, considerando incertezas
paramétricas no modelo. Já em [20], é realizado o reprojeto
digital de PIs de tempo contínuo, considerando o atraso de
transporte. Além disso, é realizado um comparativo com um
controlador PI projetado de forma convencional no domínio
da frequência. Este projeto é realizado para garantir uma
resposta de segunda ordem com frequência de corte definida
como duas vezes a frequência natural da planta nominal e com
fator de amortecimento igual a 0,95. A Tabela II apresenta os
ganhos dos controladores PIs, em tempo contínuo, utilizados
para comparativo.

TABELA II
Controladores PIs para Comparativo

Kpω Kiω Kpd Kid Kpq Kiq
PIs de [19] 0,9247 3,657 7,657 202,6 15,5 300,4
PIs de [20] 0,339 3,656 6,8 1128 13,84 2220

Convencional 0,429 1,43 7,5 1243,78 15,77 2530,87

Nas subseções a seguir, são apresentados resultados para
rastreamento de referência e rejeição de distúrbios, a fim de
comparar o desempenho dos controladores.

A. Resultados para Variação de Referência
Esta subseção mostra os resultados para um ensaio de

rastreamento da referência. Para avaliar o desempenho
do sistema em malha fechada, aplica-se inicialmente uma
referência de velocidade em rampa até atingir 110 rad/s, e na
sequência, variações do tipo degrau são aplicadas. No instante
t = 12,6 s, a referência é alterada de 110 para 105 rad/s e no
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Fig. 5. (a) Resultados experimentais do sistema em malha fechada
para as malhas de velocidade para um ensaio de rastreamento
de referência. Detalhamento das respostas transitórias para: (b)
controlador proposto, (c) controlador PI de [20], (d) controlador PI
de [19] e (e) controlador PI convencional.
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Fig. 6. Resultados experimentais do sistema em malha fechada:
respostas da malha de corrente do eixo d para o ensaio de
rastreamento de referência.

instante t = 15,3 s, retorna para 110 rad/s, conforme pode ser
visto na Figura 5.a.

A Figura 5.b mostra em detalhe a resposta para a malha
de velocidade com o controlador proposto, em que é possível
verificar um bom desempenho do sistema em malha fechada,
sem apresentar overshoot, e com tempo de acomodação de
aproximadamente 360 ms. Este resultado está de acordo com
a escolha para a região de alocação dos polos e a análise da
Figura 3.a. Com base nas Figuras 5.c, 5.e e 5.d, verifica-
se que os controladores PIs também produzem resultados
satisfatórios para a malha de velocidade. Entretanto,
apresentam maiores overshoots e tempos de acomodação
quando comparados ao controlador proposto aqui.

Para este mesmo ensaio, o comportamento das correntes
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Fig. 12. Resultados experimentais do sistema em malha fechada:
respostas da malha de corrente do eixo q para o ensaio de variação
de carga mecânica.
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Fig. 13. Resultados experimentais do sistema em malha fechada:
torque elétrico Te para o ensaio de variação de carga mecânica.

Figura 10.a, nota-se uma boa rejeição à perturbação causada
pela carga, com rápida recuperação e pequeno overshoot
da velocidade. É importante destacar que o controlador
projetado em [19] também considera incertezas paramétricas
e rejeição de distúrbios no projeto dos ganhos, apresentando
uma resposta satisfatória, mas com tempo de acomodação
maior do que o obtido com controlador proposto, conforme
pode ser visto na Figura 10.d.

As respostas para a regulação das correntes id e iq neste
ensaio são mostradas nas Figuras 11 e 12, respectivamente.
Nota-se que para a malha de controle do eixo d, o algoritmo
MTPA impõe uma referência de corrente para id que é
dependente da corrente iq, e seu comportamento é modificado
para a busca do máximo torque para aquele intervalo de tempo.
A Figura 13 mostra o perfil do torque eletromagnético, obtido
por meio da equação (5), para o ensaio da variação da carga.

C. Validação dos Modelos
Por fim, é realizada uma comparação do resultado

experimental do controlador proposto com simulações do
sistema completo em malha fechada no software MATLAB,
conforme ilustra a Figura 1, considerando os parâmetros da
Tabela I. As simulações são realizadas por meio dos modelos
das malhas elétricas e do modelo da malha mecânica, descritos
em (10), (11) e (12), respectivamente. São utilizados os

controladores (17), (18) e (19), para cada uma das malhas.
A Figura 14 mostra as respostas considerando quatro

condições de parâmetros, dadas por: a) Rsmin, Lqmin, Ldmin,
Bmin e Jmin; b) Rsmax, Lqmax, Ldmax, Bmax e Jmax; c) Rsmin,
Lqmax, Ldmax, Bmin e Jmax; d) Rsmax, Lqmin, Ldmin, Bmax e Jmin. É
possível verificar uma boa correspondência entre os modelos
e o resultado experimental, demonstrando a viabilidade do
projeto baseado em LMIs e dos modelos politópicos para
levar em consideração os parâmetros incertos do PMSM.
As oscilações observadas nos resultados experimentais são
devidas a vibrações mecânicas no acoplamento entre o eixo
do PMSM e o encoder, bem como, à construção não ideal da
máquina, que produz oscilações de torque.
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Fig. 14. Comparação entre as respostas de simulação para
diferentes condições de parâmetros e o resultado experimental para
o controlador proposto.

VI. CONCLUSÃO

Este artigo forneceu uma alternativa baseada em LMIs
para o projeto de controladores robustos aplicados a PMSMs,
permitindo obter conjuntos de ganhos fixos para as malhas
de controle de corrente e de velocidade rotórica, levando
a respostas experimentais de boa qualidade. A proposta
utiliza modelos politópicos que levam em conta incertezas
nos parâmetros elétricos e mecânicos, além de considerar
o atraso de uma amostra devido à implementação digital
da lei de controle. A LMI de síntese utiliza funções de
Lyapunov dependentes de parâmetros, para fornecer ganhos
fixos de controle que garantem uma alocação robusta de polos
para todo o conjunto de parâmetros incertos. A abordagem
proposta é sistemática e direta, necessitando apenas da escolha
de dois parâmetros de projeto para cada uma das malhas
(relacionados às respostas dinâmicas desejadas), permitindo
calcular os ganhos de controle de maneira eficiente em termos
de LMIs. Finalmente, a abordagem proposta é de simples
implementação, com viabilidade prática comprovada para
motores e controladores digitais comerciais, podendo ser vista
como uma alternativa a controladores PIs tradicionais ou a
abordagens de controle robusto que exigem modelagem mais
complexa ou que exigem maior complexidade computacional
no cálculo da ação de controle.
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Fig. 12. Resultados experimentais do sistema em malha fechada:
respostas da malha de corrente do eixo q para o ensaio de variação
de carga mecânica.
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Fig. 13. Resultados experimentais do sistema em malha fechada:
torque elétrico Te para o ensaio de variação de carga mecânica.

Figura 10.a, nota-se uma boa rejeição à perturbação causada
pela carga, com rápida recuperação e pequeno overshoot
da velocidade. É importante destacar que o controlador
projetado em [19] também considera incertezas paramétricas
e rejeição de distúrbios no projeto dos ganhos, apresentando
uma resposta satisfatória, mas com tempo de acomodação
maior do que o obtido com controlador proposto, conforme
pode ser visto na Figura 10.d.

As respostas para a regulação das correntes id e iq neste
ensaio são mostradas nas Figuras 11 e 12, respectivamente.
Nota-se que para a malha de controle do eixo d, o algoritmo
MTPA impõe uma referência de corrente para id que é
dependente da corrente iq, e seu comportamento é modificado
para a busca do máximo torque para aquele intervalo de tempo.
A Figura 13 mostra o perfil do torque eletromagnético, obtido
por meio da equação (5), para o ensaio da variação da carga.

C. Validação dos Modelos
Por fim, é realizada uma comparação do resultado

experimental do controlador proposto com simulações do
sistema completo em malha fechada no software MATLAB,
conforme ilustra a Figura 1, considerando os parâmetros da
Tabela I. As simulações são realizadas por meio dos modelos
das malhas elétricas e do modelo da malha mecânica, descritos
em (10), (11) e (12), respectivamente. São utilizados os

controladores (17), (18) e (19), para cada uma das malhas.
A Figura 14 mostra as respostas considerando quatro

condições de parâmetros, dadas por: a) Rsmin, Lqmin, Ldmin,
Bmin e Jmin; b) Rsmax, Lqmax, Ldmax, Bmax e Jmax; c) Rsmin,
Lqmax, Ldmax, Bmin e Jmax; d) Rsmax, Lqmin, Ldmin, Bmax e Jmin. É
possível verificar uma boa correspondência entre os modelos
e o resultado experimental, demonstrando a viabilidade do
projeto baseado em LMIs e dos modelos politópicos para
levar em consideração os parâmetros incertos do PMSM.
As oscilações observadas nos resultados experimentais são
devidas a vibrações mecânicas no acoplamento entre o eixo
do PMSM e o encoder, bem como, à construção não ideal da
máquina, que produz oscilações de torque.
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Fig. 14. Comparação entre as respostas de simulação para
diferentes condições de parâmetros e o resultado experimental para
o controlador proposto.

VI. CONCLUSÃO

Este artigo forneceu uma alternativa baseada em LMIs
para o projeto de controladores robustos aplicados a PMSMs,
permitindo obter conjuntos de ganhos fixos para as malhas
de controle de corrente e de velocidade rotórica, levando
a respostas experimentais de boa qualidade. A proposta
utiliza modelos politópicos que levam em conta incertezas
nos parâmetros elétricos e mecânicos, além de considerar
o atraso de uma amostra devido à implementação digital
da lei de controle. A LMI de síntese utiliza funções de
Lyapunov dependentes de parâmetros, para fornecer ganhos
fixos de controle que garantem uma alocação robusta de polos
para todo o conjunto de parâmetros incertos. A abordagem
proposta é sistemática e direta, necessitando apenas da escolha
de dois parâmetros de projeto para cada uma das malhas
(relacionados às respostas dinâmicas desejadas), permitindo
calcular os ganhos de controle de maneira eficiente em termos
de LMIs. Finalmente, a abordagem proposta é de simples
implementação, com viabilidade prática comprovada para
motores e controladores digitais comerciais, podendo ser vista
como uma alternativa a controladores PIs tradicionais ou a
abordagens de controle robusto que exigem modelagem mais
complexa ou que exigem maior complexidade computacional
no cálculo da ação de controle.
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